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摘要: 主要研究双对称五对角矩阵逆特征问题的可解性. 给出了在给定两个互异实数 , 和两个 n 维对称或反对
称向量 x , y 的情况下,构造一个 n 阶双对称五对角阵 A, 使得( , x ) , ( , y ) 是 A 的两个特征对的方法.还给出了两
个数值例子.
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1 定义与问题
矩阵的逆特征问题涉及许多理论和应用领域,
例如地球物理, 量子化学, 光学结构设计, 模态识




设 A = ( a ij ) 是一个 n 阶实对称矩阵, r 是一个
正整数,且 1 r n - 1,若当 | i - j | > r 时, a ij
= 0( i , j = 1, 2,  , n) , 且至少有一个 i , 使得
a i+ r , r ! 0,则称 A是带宽为2r + 1的实对称带状矩
阵. 特别地,当 r = 1时,称 A为实对称三对角阵, 当
r = 2时,称 A 为实对称五对角阵
[ 1]
.




定义 1: 设 A = ( a i, j ) 为实对称(三,五对角)
阵,若 A又满足aij = an+ 1- i, n+ 1- j , 则 A称为双对称
(三, 五对角) 阵.
由此定义可知: 一个 n 阶的双对称三对角阵
Tn
[ 2]



















定义 2[ 3] 一个向量 z = ( z 1,  , z n) T , 如果
满足 z i = z n+ 1- i ,则称 z 是对称向量; 如果 z 满足z i
= - z n+ 1- i , 则称 z 是反对称向量.
记 z 1 = ( z 1,  , z k) T , 显然, 对称向量 z =























问题 1 给定两个互异实数 , ( < ) 和两
个 n维非零对称向量x , y 或两个n维非零反对称向
量 x , y , 要求构造一个 n 阶双对称五对角阵, 使得
( , x ) 和( , y ) 是 A 的特征对.
问题 2 给定两个互异实数 , ( < ) 和两
个 n 维非零实向量 x , y , 其中一个是对称向量,另一
个是反对称向量, 要求构造一个双对称五对角矩阵
A ,使得( , x ) 和( , y ) 是 A的特征对.
2 问题 1的可解性
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引理 1 i) 若( , x 1) 为 M1 的特征对, ( , y
1
)

















为 M2 的特征对, ( , y
1





















是(不可约) 对称五对角阵. 特别地, 若 J 是(不可
约) 实对称三对角阵,则 A = J2是(不可约) 实对称
五对角阵. 进一步, 若 J 是(不可约) 双对称三对角
阵,则 A = J2是(不可约) 双对称五对角阵; 若( ,
x ) 是 J 的特征对, 则(
2




引理3[ 4] 设 , 是两个互异实数,且 < ,
x , y 是两个 n 维非零实向量,则存在唯一 Jacobi矩
阵 J(次对角元为正的对称三对角阵) , 使得( , x ) ,
( , y ) 是 J 的特征对的充要条件是: a) Sn = 0;





x jyj , ( i = 1,  , n ) ; D i =
x i x i+ 1
y i yi+ 1
, ( i = 1,  , n - 1) (4)
定理1 设在问题1中,当 n = 2k时,给定的两

















1 , 其中 x
1
= ( x 1,  , x k) T , y 1 = ( y 1,  ,
y k)
T
.如果 x 1, y 1满足: a) sk = 0; b) si / D i > 0 ( i =
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1,  , k - 1) , 则问题1有解.其中记号 si , Di 定义在
式(4) .
证明 只对 x , y 都是对称向量时给出证明.
x , y 都是反对称向量时的证明是类似的.
若 < 0,取 p > 0,使 + p > 0(若 > 0, 则




ak- 1 bk- 1
bk- 1 ak
, 使得
( + p , x
1
) , ( + p , y
1
) 为 J 的特征对.
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1 是双对称五对角阵, 且把( + p ,
1
2




令 A = B- pI ,则 A是双对称五对角阵,且把
( , x ) 和( , y ) 作为它的特征对. 证毕.
注1: 从这个定理的证明可以看出, 由定理
条件构造的双对称五对角阵不是唯一的. 因为由 k
阶的对称三对角阵J 构造 2k 阶的双对称阵T 2k时,
dk 可以任选.
注 2: 在这个定理中, sk = 0也是问题1有解
的必要条件. 因为对称阵的任两个不同特征值所对
应的特征向量是相互正交的[ 5] , 因此如果问题 1有


















) = 2sk .
定理 2 设在问题 1中, n = 2k + 1,那么












, 其中 x 1 = ( x 1,  , x k) T , y 1 = ( y 1,  ,
y k)
T
,且 x , y 满足: a) sk+ 1 = 0; b) si / D i > 0 ( i =
1,  , k) 则问题 1有解.















= ( x 1,  , x k) T , y 1 = ( y 1,
 , yk ) T , 且 x , y 满足: a) sk = 0; b) si / D i > 0( i
= 1,  , k - 1) 则问题 1有解.
证明 i) 取 p > 0, 使 + p > 0(若 > 0, 则
取 p = 0) .根据引理3,由条件 a) , b) ,可求出唯一的



























c k- 1 dk- 1
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,
其中 ci = ai , d i = bi , ( i = 1,  , k ) , 2dk = bk ,










2 - p I是双对称五对角阵,且把( ,
x ) 和( , y ) 作为它的特征对.





ak- 1 bk- 1
bk- 1 ak
使 得
( + p , x
1
) , ( + p , y
1
) 为 J 的特征对.





































2 - p I 是双对称五对角
阵,且把( , x ) 和( , y ) 作为它的特征对.证毕.
注3: 从定理的证明可以看出, 由定理 2, i)
的条件且在满足要求的 p 确定后, 按定理的证明过
程构造的双对称五对角阵是唯一的, 因为由 k + 1
阶的对称三对角阵 J 构造 2k + 1 阶的双对称阵
T2k+ 1 时, 没有参数需要选择. 但由定理2, ii) 的条
件,即使在 p 确定后构造的双对称五对角阵并不是
唯一的,因为由 k 阶的对称三对角阵J 构造 2k + 1
阶的双对称阵 T2k+ 1时, dk , ck+ 1 可以任选.
注4: 在这个定理中, 与注2一样可证, ii) 的
条件 sk = 0也是问题 1有解的必要条件. 但是, 在
另一方面, 我们并不能证明 i) 的 sk+ 1 = 0是问题 1
有解的必要条件.
3 问题 2的可解性
引理 4 [ 1] 设 , 是两个互异实数( < ) ,
x , y 是两个n维非零实向量,且一个是对称向量,一
个是反对称向量, 若满足: si / D i > 0, ( i = 1,  ,
[ n/ 2] )则存在唯一的双对称 Jacobi矩阵J, 使得( ,
x ) , ( , y ) 是它的特征对.
定理3 设 , 是两个互异实数( < ) , x , y
是两个 n维非零实向量,且一个是对称向量,一个是
反对称向量, 若满足: si / D i > 0 , ( i = 1,  ,
[ n/ 2] ) 则问题 2有解.
证明 取 p > 0, 使 + p > 0, 若 > 0, 则
取 p = 0.根据引理4,存在唯一的双对称 Jacobi矩阵
J,把( + p , x ) , ( + p , y ) 作为它的特征
对.再由引理 2, J
2
是双对称五对角阵, 且把( + p ,
x ) , ( + p , y ) 作为它的两个特征对. 取 A = J2-




例1: 给定两实数 = (3- 6) 2, = 4, 两对
称向量: x = (2, 1- 6, 1, 1, 1- 6, 2)
T
, y = (1,
0, - 2, - 2, 0, 1) T . 易验证它们满足定理 1的条
件,因此问题 1有解.
选取 p = 0,则由特征对( , x
1
) 和( , y
1
) ,









∃291∃第 3 期 林秀丽等: 双对称五对角矩阵逆特征问题
A =
8 12 2 0 0 0
12 21 6 - d 3 d3 0 0
2 6- d3 5- 4d 3+ 2d
2
3 4d 3- 2d
2
3 d 3 0
0 d 3 4d 3- 2d
2
3 5 - 4d 3+ 2d
2
3 6 - d3 2
0 0 d 3 6- d3 21 12
0 0 0 2 12 8
(5)
对任意的实数 d 3,式( 5) 都是问题 1的解.


























5 4 1 0
4 6 4 1
1 4 6 4
0 1 4 5
是问题 2的解.
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Inverse Eigenvalue Problem for Doubly Symmetric
Five diagonal Matr ix
LIN Xiu li, LU Lin zhang
( School of Mathematical Science, Xiamen Univ. , Xiamen 361005, China)
Abstract: In this paper, a kind of inverse eigenvalue problem is proposed, w hich is the reconstruction of doubly
symmetric f ive diagonal matrix by two eigenvalues and corresponding symmetric eigenvectors or anti symmetric
eigenvectors. Furthermore, some numerical experiments are given.
Key words: doubly symmetric f ive diagonal matrix; Jacobi matrix ; inverse eigenvalue problem
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